CAPITOLO 7

INTEGRAZIONE®

7.1 Integrale definito

7.1.1 Definizione di integrale definito

La Teoria dell’integrazione fu sviluppata da Riemann 7' per le
funzioni definite in intervalli di numeri reali ed a valori reali. Si tratta di una
teoria che ha consentito di conseguire risultati molto importanti per I’ Analisi
matematica classica, come pure sul piano delle applicazioni. Per questo
motivo viene presentata in questo capitolo. Evidenziamo pero che
successivamente tale teoria fu estesa da Lebesgue 72 a funzioni di tipo piu
generale. Evidenziamo anche che hanno ormai grande importanza, anche sul
piano delle applicazioni, le funzioni definite negli spazi funzionali, cioe negli
insiemi 1 cui elementi sono funzioni che godono di particolari proprieta. La
nuova Teoria dell’integrazione di Lebesgue include tutti 1 risultati della

precedente teoria di Riemann ed ¢ una parte importante dell’Analisi

4 A. Maceri, Integrazione, e-ISBN 978-88-85929-82-1, © Accademica 2021

711 Georg Friedrick Bernard Riemann, Breselenz (Germany) 17.09.1826 — Selasca (Italy) 20.07.1866
712 Henry Lebesgue, Beauvais (France) 1875 — Paris 26.07.1941
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matematica moderna.

Definizione 7.1.1 Siano a,b€R tali che a<b.
Chiamiamo partizione dell’intervallo  [a,b] la decomposizione di

[a,b] ottenutacon n €N punti x4,..,x, ,dove

(7.1.1) a=xg<x; < <xp=b. o
Teorema 7.1.1 Siano
o a,beR
o a<b

o f:lab]l->R
o [ continua

o A linsieme costituito dai numeri [ [( min f(x)) (x; —

€[xi—1.%i]

xi_l)] € R ottenuti al variare in tutti i modi possibilidi n €N e
della partizione x4, ...,X, dell’intervallo |a,b]

o B [linsieme costituito dai numeri ?=1[( max f(x)) (x; —
X€[xi-1,%i]

xi_l)] € R ottenuti al variare in tutti i modi possibilidi n €N e

della partizione x4, ...,x, dell’intervallo [a,b] .
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Ebbene, gli insiemi numerici A e B sono separati e contigui '3

Dimostrazione.  Per dimostrare che A e B sono separati dobbiamo

provare che
(7.1.2) wWeEA e q€eB) = (p<q).

Siano p € A, q € B. Quindi esiste una partizione a =xy < x; < -+ <
Xm =b di [a,b] taleche

p =i[([mm ) G = xi0)|

=1

ed esiste una partizione a =2z,<z; <<z, =>b di [a,b] taleche

Sl

Jj=1
Ovviamente, 1’insieme

{x1, e, X1} U {2zq, e, 21}

¢ una partizione

713 \edi definizione 1.2.4.



496
INTEGRAZIONE

a=yo <y <<y =b

di [a,b], dove "eN e Vie{l, .., m} lintervallo [x;_q,x;]

ha la partizione
—1=yj1 <---<yji=xl-.

Questo ragionamento ci consente di dimostrare la (7.1.2). Infatti, risulta
m
p=> (L min F0) = xi)

XE[x;_1,%;]
m Ji
=D (emin r@){ D, 0x =3
X€E[xj-1,%{]
k=j

K min_f(x) |(Vk — Yk-1)

X€[x;_1,%{]

| \XE[Vk-1.Yk]

XE[Yk-1.Vk]

min f(x)>(}’k Vi—-1)

< max f(x) |(¥x = Yi-1)

max f(x) Yh — Yh-1)
€[Yh-1.¥nl ]
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< z Z [(xe[rznj?fzj]f (X)>(yh — Yh-1)

K max_ f(z)) (7 - z,._l)] —q.

ZE[Zj_l,Zj

Dimostriamo orache A e B sono contigui. Dobbiamo provare che
(7.1.3) Ve>0 esistono x€A e y€B taliche y—x<c¢.
A tal fine consideriamo, per ogni n € N

o lapartizione di [a, b]

X0=a

b—a
X1 = Xy + > X,

b—a —
xz—x1+ n =x0+2—>x1

b—a —
X3—X2+ —x0+3—>x2

b—a —

Xp = Xp_q1 + =Xxo+tn =a+b—a=b>x,4

o 1numeri reali
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75
S
Il
'M:

(7.1.4) [(xe[rjgnllxl]f(x» (x; — xl-_l)] €A
(7.1.5) i [(xerjrcllai(xl f(x)) (x; — xi_l)] €B

Evidentemente, per dimostrare la (7.1.3) basta provare che

lim (S, —s,) =0,

n—-+oo

i.e., che
(7.1.6) Ve>0 3FJveEN : Va>vy 1S, —sp| < €.

Pertanto, sia & > 0. Per il teorema 5.3.8 esiste & > 0 tale che

&
(7.1.7) vx',x" € [ab] (x' —x |<6)(|f(x)—f(x )|<m).

. .. ., b—a .
Denotiamo con v un qualsiasi intero positivo tale che v > —~ D1

conseguenza, per ogni n >V si ha ovviamente

b—a
n

(7.1.8) <5 .
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D’altro canto, per il teorema 5.3.6 Vi€ {l,..,n} esistono ¢ ,n; €
[x;_1,x;] € [a,b] taliche

(719 fG)=_ max f(x), f()= cefin_, £

[lll lll

Poiché Xi-1 < fi < X; € Xi_q < Ni < Xi , si ha —(xi — xl'_l) < gi -

n; < x; —X;—, e quindi, tenendo conto della (7.1.8), |& —n;| < |x; —
X 1| =% — xj_q = bn;“ <& . Dacio e dalla (7.1.7) segue |f(§) —

fm)l < ﬁ . Conseguentemente

1S = 5ul =
Z[([max F@) G- xi_l)]—i[(xe[rryrlxlfu))(xl x|
- s 70, r0) )
<iibfa<xi—xi_1)] = a_n (G = xi20)]

con il che la tesi ¢ conseguita. ©

Osservazione 7.1.1  Ilteorema 7.1.1 analizza gli insiemi numerici

A e B edimostra che essi sono separati e contigui. Quindi, per il teorema



500
INTEGRAZIONE

1.2.7, esisteunoedunsolo [ € R (detto elemento di separazione) tale che

(7.1.10) a<l<b Va€Aand VbEB . ¢

Osservazione 7.1.2 La dimostrazione del teorema 7.1.1 evidenzia
che le successioni numeriche {s,} e {S,} sono entrambe convergenti
verso lo stesso limite. Per la (7.1.10), tale limite ¢ I’elemento di separazione

[, ie

(7.1.11) lim S, = lim s, =1. ¢

n—-+oo n—-+oo

Definizione 7.1.2 Siano

o a,beR
o a<b
f +la,b] > R

O

o f continua.
L’elemento di separazione (7.1.10) ¢ un numero reale chiamato integrale

definito (oppure integrale di Riemann) di f su [a,b] e denotato con il

simbolo

b
(7.1.12) j Fx)dx . o
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v

Fig. 7.1.1

Osservazione  7.1.3 L’integrale definito (7.1.12) ha una
interpretazione geometrica, molto importante per le applicazioni.

Siano

o a,beR
o a<b
o f:[ab] »R.

In un piano qualsiasi, sia 0,x,y un riferimento Cartesiano ortogonale.
Consideriamo, per ciascun x € [a, b], il punto P del piano di ascissa
x ¢ ordinata y = f(x) . Al variare di x in [a,b], il punto P =
(x, f(x)) descrive nel piano una curva chiamata diagramma Cartesiano

della funzione f.
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Denotiamo con S la parte di piano limitata dal diagramma Cartesiano di
f,dall’asse x edallerette x=a e x=b>b (fig.7.1.1).

Consideriamo ora

O una qualsiasi partizione a=xy<x; < <x,=b
dell’intervallo [a, b]

o il plurirettangolo (contenuto in S ) costituito dall’unione dei

rettangoli di  base [x0, %11, [x1,%2], o) [X1, %3] e,
rispettivamente, di altezza mln f(x), min f(x),
x€[x0,%1] X€[x1,%,]

Emln : f(x). L’area di tale plurirettangolo contenuto in S ¢,
X x1 X

ovviamente, datada s, = )i-, [( min f (x)) (x; — xi_l)] ER

€[xi—1,%i]
(fig. 7.1.2)
o il plurirettangolo (contenente S ) costituito dall’unione dei rettangoli
di base [xg,x1], [x1, %3], ..., [%x1,x2] e, rispettivamente, di altezza
xen}g);l]f(x) Er[ralc?,)a(cz]f(x) ) e xe?}c?gicz]f(x) . L’area di tale

plurirettangolo contenente S ¢, ovviamente, data da S, =

?=1[( max f(x))(xl xi_l)]emz (fig. 7.1.3).

Elxi—1,x]

Le (7.1.10) e (7.1.11) mostrano chiaramente che

o I’integrale definito (7.1.12) misura ’areadi S

o tale valore pud essere calcolato, in modo semplice ma con la
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desiderata approssimazione, con la (7.1.11). o

Fig. 7.1.2

Fig. 7.1.3
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Osservazione 7.1.4 Nella (7.1.12) x  di solito ¢ chiamata
variabile di integrazione. Evidenziamo che € possibile usare qualsiasi lettera.
Pertanto, possiamo indicare 1’integrale definito con uno qualsiasi dei simboli

che seguono, senza distinzione

Lbf(x)dx, Lbf(y)dy, fabf(z)dz_ .

Osservazione 7.1.5 Le (7.1.10), (7.1.11), (7.1.4), (7.1.5)

banalmente implicano

b
(7.1.13) vn € N Sp < j f(x)dx < S,
a
b
(7.1.14) Jf(x) dx= lim §,= lim s, . ©
a n—+oo n—-+oo
Osservazione 7.1.6 Consideriamo le successioni numeriche

{s,} e {S,} rispettivamente date dalle (7.1.4) e (7.1.5). Denotiamo, per
ogni i€{l,..,n}, con p; un qualsiasi punto di [x;_;,x;]. Quindi

Vie({l,..,n} risulta

min_ f) = flpy) < Jmax fx),

X€[xi_q1,%] XE[xi_1,xi]
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quindi Vn € N risulta

(7.1.15) S ) [F() - (1 = xi-1)] <5,
=1

l

Le (7.1.15),(7.1.14) ed il teorema 4.1.10 implicano

b n
0116 [ f@dx= jim Y G-x) -
a i=1

7.1.2 Proprieta dell’integrale definito
Teorema 7.1.2 Siano

o a,b,keR

o a<b

o f:]a,b]>R

o f(x)=k Vx€]lab].

In tali ipotesi, risulta
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b
(7.1.17) f kdx =k(b—a).

a

Dimostrazione. Dalle (7.1.4) e (7.1.5) si ha immediatamente
vn €N S, =S,=k(b—a).
Questo risultato e la (7.1.11) implicano la (7.1.17) . o

Osservazione 7.1.7 1l teorema 7.1.2 implica, banalmente

b
(7.1.18) j 0Odx=0. o

Q

Teorema 7.1.3 Siano

o a,beR
o a<b
f:lab] >R

©)

o [ continua

f(x)=0 VxE€]la,b].

(©)

In tali ipotesi, risulta
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b
(7.1.19) f FO) dx=0.

Dimostrazione. Dalla (7.1.4) si ottiene, con immediatezza
vneN Sp = 0.
Questo risultato, la (7.1.13) ed il teorema 4.1.9 implicano la (7.1.19) . ¢
Teorema 7.1.4 Siano
o a,beR
o a<b
o fi:la,b] >R
o foi [a,b] >R
o fi e [, continue

O Cl,CZER.

In tali ipotesi, risulta

b b b
(7.1.20) j (fy + & f) (@) dx = ¢; f £ dx + ¢, j £, dx.

Dimostrazione. Dalla (7.1.16) segue
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b n
| @i+ e dr = Jim Y1ef + f) 6 G- xi)

n—+oo

i=1 i=1

= lim {01 z[ﬁ(l)i) (= xm)] o z[fz(Pi) (g = xi-1))] }
= ¢ lim Y [fi(p) - (i =t + ¢, lim ) [f(p) - (i = x1p)]
i=1 i=1

b

= clj fi(x)dx +c, fbfz(x) dx . ¢

Teorema 7.1.5 Siano

o a,beR

o a<b
f:lab]->R
g: la,b] >R

©)

(©)

o f e g continue

f(x) < gx) Vx € [a,b].

(©)

In tali ipotesi, risulta

b b
(7.1.21) J f(x)dx Sf g(x) dx.

a
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Dimostrazione. Per il teorema 7.1.3 si ha

b
J [g(x) — f(x)]dx > 0.

Conseguentemente, per il teorema 7.1.4 risulta

jbg(x) dx — jbf(x) dx >0

conil chela (7.1.21) ¢ conseguita . ©

Teorema 7.1.6 Siano
o a,beR
o a<b
o f :]a,b] > R

o f continua.

In tali ipotesi, risulta

(7.1.22)

| o

Dimostrazione. Perla (1.2.17) risulta

b
< f £ GO dx.

509
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Vx € [a,b] —1fG < fl) < |f(0)].

Conseguentemente, dai teoremi 7.1.5 ¢ 7.1.4 si trae

b b b b
- j £ GOl dx = f CIF )] dx < f Fx) dx < f £ GO dx

sicché, perla (1.2.18), la (7.1.22) ¢ vera. ¢
Definizione 7.1.3  Siano
o a,beR

o a<b
f:la,b] >R

O

o f continua.

Poniamo

a b
(7.1.23) f f(x)dx = —J f(x)dx
b a

(7.1.24) Jaf(x) dx=0. o
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Teorema 7.1.7 Siano

o a,b,ceR
o a<b
f : [min{a, b, c}, max{a,b,c}] > R

(@)

o [ continua.

In tali ipotesi, risulta

b c b
(7.1.25) J f(x)dx =j f(x)dx +J f(x)dx.

Dimostrazione. 1 casi possibili sono

1. c €la,b|
2. c €{a,b}
3. c€la,b].

Nel caso 1 eseguiamo la partizione di [a,c] ¢ [c, b]
rispettivamente
a=x0<x1<"'xh_1<xh=c

C=xp < Xpp1 < Xp_1<XxX,=0Db.

Con la (7.1.16) otteniamo facilmente

ol1
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b n
[ reoar=jim >0 G- xe

h n
= lim > [f(p)- Co—xDl + lim > [£(p) - Gxi = xi-0)]
i=1 i=h+1
c b
:f f(x)dx+j f(x)dx.

Nel caso 2 la (7.1.25) segue banalmente dalla (7.1.24).
Nel caso 30 a<b<c oppure c<a<b. Se a<b<c,Iil

caso 1 ci fornisce

ch(x) dx = jabf(x) dx+fbcf(x) dx .

Questo risultato e la (7.1.23) implicano la (7.1.25).

Un analogo ragionamento di puo applicarealcaso c<a<b. ¢
Teorema 7.1.8 [valor medio]  Siano

o a,b€eR
o a<b
f:lab]l>R

o

o f continua.
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In tali ipotesi, esiste ¢ € [a,b] tale che

b
(7.1.26) J f(x)dx=f(c)(b—a) .

Dimostrazione. Per 1l teorema di Weierstrass esistono m,M € R tali

che m= xrerﬁll% | f(x) e M= xrer%%] f(x) . Quindi

Vx € [a,b] m<f(x) <M

quindi, tenendo conto dei teoremi 7.1.5 e 7.1.2, risulta

b b b
m(b—a)zjmdxéjf(x)defdezM(b—a),

quindi

b
mla @ _

(7.1.27) —

In virtu della (7.1.27) e del teorema 5.3.3, esiste ¢ € [a, b] tale che

b
ff(x) dx=f) (b—a) . o

a
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Teorema 7.1.9 Siano

o a,beR

o a<b

f :la,b] -
g:labl->R

o f e g continue

(©]

O

o g=0.

In tali ipotesi, esiste ¢ € [a,b] tale che

b b
(7.1.28) Lf(x)g(x) dx = f(c) Ja g(x)dx .
Dimostrazione. Ponendo m = xrer[l¢11r119 f(x) e M= xren[gulg flx) ,
risulta
Vx € [a,b] m<f(x) <M
sicché
Vx € [a,b] mg) < f(x) glx) <M gx)
sicché

b b b
mj g(x) dxsj f(x)g(x) deMf g(x) dx .
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Pertanto, se f:g(x) dx=0, siha fff(x)g(x) dx =0
(7.1.28) ¢ vera.

Se f(fg(x) dx #0, siha

b
e de 9@ dx
J, 9(x) dx

¢ la (7.1.28) ¢ vera in virtu del teorema 5.3.3. ¢
Definizione 7.1.4 Siano
o ab€eR

oa<b
o f:la,b] >R .

515

e la

Chiamiamo primitiva di f qualsiasi funzione G : [a, b] = R derivabile

in [a,b] etaleche

(7.1.29) V x € [a, b] G'x)=f(x) . o

Osservazione 7.1.8 Siano

o a,beR
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o a<b
o f:la,b] >R

o G una qualsiasi primitivadi f.

Osserviamo che V c¢ € R lafunzione G + ¢ ¢ unaprimitivadi f. o

Teorema 7.1.10 Siano
o a,beR
oa<b
o f:la,b] >R
o F:la,b] > R
o G:[a,b] >R
o F e G primitivedi f .

In tali ipotesi, esiste ¢ € R tale che

(7.1.30) V x € [a, b] Fx)=G(x)+c .

Dimostrazione. La tesi ¢ una immediata conseguenza del teorema 6.1.14.

o

Teorema 7.1.11 [teorema fondamentale del calcolo integrale]

Siano
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o a,beR
o a<b
f:la,b] >R

©]

o [ continua.
In tali ipotesi

o esiste una primitivadi

o qualunque sia la primitiva G di f, risulta

b
(7.1.31) f fx)dx=G(b)—G (a) .

Dimostrazione. Consideriamo la funzione (chiamata funzione integrale)

(7.1.32) F: x€lab] - F(x)=]xf(t) dt ER.

a

Sia x € [a,b] . Sappiamoche F ¢derivabilein x se esiste ed ¢ finito

(cio¢ se ¢ un numero reale) il limite

F(x+h)—F(x)
h—-0 h .

Orbene, risulta (in virtu dei teoremi 7.1.7 € 7.1.8)



518
INTEGRAZIONE

x+h x
(7.1.33) }E})F(x + h})l —F() _ lm 2 f@® dth— J; (@) dt

A IGY:
m
h—-0

= }ll_r}(l) f (l(h))
e, poiché [(h) ¢&unpunto dell’intervallodiestremi x ¢ x+h

(7.1.34) }112% I(h) =x.

Dalle (7.1.33),(7.1.34) e dal teorema 5.1.23 si trae

F(x+h)—F(x) _

(7.1.35) F'(x) = lim - = lim F(R) = f(x)

sicché F ¢ unaprimitivadi f.
Sia ora G una qualsiasi primitiva di f . In virtu del teorema 7.1.10 ,

esiste ¢ € R tale che

Vx € [a,b] G(x) = jxf(t) dt +c ,

quindi ¢ = G(a), quindi
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b
f f®)dt=aG(b)—-G(a). ¢

Osservazione 7.1.9  La(7.1.31) si scrive anche, di solito

b
(7.1.36) J f(x)dx =[G()]E .

Esempio  7.1.1 Poich¢ sinx ¢ una funzione primitiva di

cosx, usando la (7.1.36) si ottiene

n

2 oz LT
cosx dx = [sinx]g =51n5—51n0= 1. ¢
0

Esempio  7.1.2 Poich¢ logx ¢ una funzione primitiva di

i , usando la (7.1.36) si ottiene

31 3
j — dx = [logx]3 =log3 —log2 =log=". ¢
, X 2

Teorema 7.1.12 [cambio di variabile]  Siano

o a,b,a,fER
o a<b
o a<f
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f:labl->R
¢+ [a Bl = [a,b]
o ¢(a)=a
e(B)=Db

o @ derivabile

©]

(@)

(©]

o f e ¢ continue.

In tali ipotesi, risulta

b B
(7.137) j Fx) dx = j Flo®] ¢’ () dt .

Dimostrazione. Sia G una funzione primitivadi f .Quindi Go¢ ¢
una funzione primitivadi  f[@(t)] - ¢'(t) . Quindi, peril teorema 7.1.11

risulta

b B
[ oo/ @ de = (60 o1

b
= 6(0(B)) - 6(0(@)) = G(b) — G(a) = f F@)dx . o

Esempio 7.1.3 Sia a > 0. Dobbiamo calcolare
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a
(7.1.38) J a? —x%dx .
0

Ponendo x =asint ,dove t€ [0,%] , siha

o dx=%(t) dt = a cost
o x(0)=asin0=0

1 . T
O x(—)=asm—=a.
2 2

Tale sostituzione trasforma la (7.1.38) in

N

Vs
a 2
j\/az—xzdxzf ay1— (sint)2acost dt=a2j (cost)? dt.
0 0 0

E’ facile verificare che

d /t +sintcost
( )=(cost)2.

dt 2

Di conseguenza, risulta

T
t + sintcos t]i Ta
0

a
L\/az—xzdx=a2[ > 1

2
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Teorema 7.1.13 [integrazione per parti]  Siano

o a,beR

o a<b
f:labl->R
g: la,bl>R

(@)

(©]

f e g derivabili.

(©)

In tali ipotesi, risulta

b b
(7.139) jf@M%OM:ﬂﬂ@aﬂmw—ff%@mmdx.

Dimostrazione. Risulta, immediatamente

de(f'g)

A=) 9@

a

quindi

b
j [fC)g' () + f'(x)g ()] dx = [f(x) - g(x)]a

sicché la (7.1.39) ¢ vera. ¢
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Esempio 7.1.4  Dobbiamo calcolare

1
J tan 1 x dx .
0

Risulta

I x

1+ x2 dx

1
j tan"!x dx = [xtan™1 x|} —f
0 0

T (' x T T log2
=- - dx = = — [log(1 + x|} = = — —22
4 jO1+x2 x =g log0+xDg=7-—= "

7.1.3  Integrale improprio

La definizione di integrale definito puo essere estesa alle funzioni non

limitate. Precisamente
Definizione 7.1.5 Supponiamo che

o a,beR

o a<b

o f:lab]l->R
o c€la,b|

o f écontinuain [a,b] — {c}
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. C—& . \
o 11r(1)’1+ fa f(x) dx esiste ed ¢ un numero reale
E—

b

cvef (x) dx esiste ed € un numero reale.

o lim
-0t

In tali ipotesi, diciamo che I’integrale definito di f su [a,b] esisteed e

1l numero reale

b c—¢& b
(7.1.40) f f(x)dx = gll%lj f(x)dx+ EIL%1+J f(x)dx. o

La definizione di integrale definito puo essere estesa alle funzioni

continue su intervalli non limitati. Precisamente
Definizione 7.1.6 Supponiamo che

o a€R
fila,+o[->R

(©)

o f écontinuain [a,+oo[

O

. b . \
lim [ f(x)dx esiste ed & un numero reale.
b—>+oo - a

In tali ipotesi, chiamiamo integrale improprio di [ su [a,+oo[ il

numero reale

+o0 b
(7.1.41) j f(x)dx = bl_i)rpoof f(x)dx. o
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Definizione 7.1.7 Supponiamo che

o beR
f:]—oo,b]—>]R

(@)

o f écontinuain ]—oo,b]

. b : .
lim fa f(x) dx esiste ed € un numero reale.

a——oo

(©)

In tali ipotesi, chiamiamo integrale improprio di [ su ]—oo,b] il

numero reale

b b
(7.1.42) j f(x)dx = lim J f(x)dx. o
—o a——oo a
Definizione 7.1.8 Supponiamo che
o f: R->R

o f e¢continuain R
o ceR
o f ¢é dotata di integrale improprio su [c, +oo

o f ¢ dotata di integrale improprio su |—oo,c] .

In tali ipotesi, chiamiamo integrale improprio di f su R il numero

reale
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+oo C + 0o
(7.1.43) f f(x)dx = f f(x)dx + J f(x)dx. o
— —© c
Teorema 7.1.14 Supponiamo che
o a€R

o f:la+o[->R
o f=0
o [ écontinua

o AM€10,+[ : [If(x)dx<M Vb€ [a +oo].

In tali ipotesi, l'integrale improprio di f su [a,+o[ é il numero reale

j+oof(x) dx = blir:lwfbf(x) dx .

a a

Dimostrazione.  Siano by ,b, € [a,+o[, by < b,. Poiché b; <b, ¢

f =0 ,risulta

b,
f(x)dx =0 ;
by

quindi
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b by b, by
f f(x)dx=J f(x)dx + f(x)dxzj f(x) dx.
a a b4 a
Quindi
b
f f(x) dx

¢ una funzione crescente e limitata superiormente. Pertanto converge. ¢
Teorema 7.1.15 Supponiamo che
o a€R
o f:la+o[->R
o g: [a,+o[—>R
o 05f<g
o f e g sono continue

o g e dotata diintegrale improprio su [a,+oo[ .

In tali ipotesi,  é dotata di integrale improprio su [a,+o[ e risulta

j:oof(x) dx < L+oog(x) dx .

Dimostrazione. Poiche 0<f e 0<g , le funzioni (di b)



