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Prefazione

Con la riforma universitaria & stato necessario rivedere 1’organizzazione dei
corsi e la natura stessa di ciascun corso ha subito profonde modifiche; molti
dei libri che si utilizzavano si sono quindi rivelati non del tutto rispondenti alle
nuove esigenze.

Lo scopo di questo testo & quello di fornire allo studente che affronta un
primo corso di Algebra uno strumento che sia contemporaneamente accurato e
semplice. Di conseguenza alcuni argomenti non sono stati trattati in maniera
completa e di alcuni teoremi manca la dimostrazione; d’altra parte si fa a volte
riferimento ad alcune nozioni di Algebra Lineare e Calcolo supponendo che il
corso di Algebra segua i corsi relativi.

Sono molto grata ai colleghi Valentina Barucci, Giulio Campanella, Anna
Franchetta e Rosaria Rota per i suggerimenti e le correzioni; ringrazio anche
Daniele Gewurz per i disegni.
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CAPITOLO 1

TEORIA DEGLI INSIEMI

1.1 OPERAZIONI FRA INSIEMI

Ricordiamo innanzitutto alcuni simboli di uso comune, che sono anche pre-
sentati nella lista dei simboli.

Nel definire un insieme o una proprieta utilizzeremo i due punti “” o la
barra “/” al posto dell'espressione “tale che”; nello stesso ambito la virgola e il
punto e virgola conservano il loro significato usuale.

Come & gia noto nel caso dei simboli “=" e “#”, barrare un simbolo equivale
a negarnc il significato; ne vedremo immediatamente degli esempi.

Sottolinciamo poi I'importanza dei “quantificatori”, ovveroV, Je 3!; il primo
si legge “per ogni”, il secondo “esiste almeno uno”, il terzo “esiste esattamente
uno” .

Gli insiemi numerici classici, alcuni dei quali verranno poi studiati in maggior
dettaglio, li indicheremo al modo seguente:

N  Dinsicme dei numeri naturali

7 Vinsieme dei numeri interi relativi
Q linsieme dei numeri razionali

R linsicme dei numeri reali

C linsieme dei numeri complessi

Se A indica uno di questi insiemi, o un qualunque insieme che contenga lo
zero, il simbolo A* indichera I'insieme stesso privato dello zero.

Chiariamo infine 'uso dei simboli = e <, ovvero dei simboli di implicazione.

Se Fy e F, sono due formule, due affermazioni, due proposizioni, etc... la
scrittura Fy; = Fj si legge “F) implica Fy” e significa che, se vale la Fi allora,
vale anche la F3.

Analogamente la scrittura F} < F equivale a dire che “Fy vale se, e solo
se, vale Fy".
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Chiariamo con un esempio, siano F; l'affermazione “n & un intero relativo
multiplo di sei” e F; l'affermazione “n & un intero relativo multiplo di due”;
allora risulta:

=F e F1¢F2.

In quasto corso non possiamo trattare rigorosamente la teoria degli insiemi;
intuitivamente diremo che un insieme & una collezione di oggetti o elementi,
denoteremo gli insiemi con lettere maiuscole.

Se A & un insieme, per indicare che un elemento = appartiene all'insieme A
scriveremo = € A; analogamente scriveremo y ¢ A se 'elemento y non appar-
tiene all’insieme A.

Per descrivere un insicie se ne possono clencare gli elementi, e in tal caso
si scriverd per esempio A = {1,3,5,7}; sc gli elementi dell’insieme sono tutti ¢
soli quelli soddisfacenti ad una proprieta P l'insieme potra esscre descritto al
modo seguente A = { x: P(z) & vera } ¢ potremo allora scrivere:

A={1,3,5,7'={reN:xédispari, 1 <z < T}.

Definizione 1.1.1 Un insieme S si dice sottoinsieme di un insieme A, e si scrive
S C A, se ogni elemento di S & anche elemento di A; in tal caso diremo anche
che S & contenuto in A.

Diremo poi che due insiemi A e B sono uguali, e scriveremo A = B,se AC B
e B C A, ovvero se ogni elemento di A & anche elemento di B ed ogni elemento
di B appartiene anche ad A.

La definizione precedente pud essere scritta in modo sintetico come segue:

SCA & VseS=>s€A

A=B <+ [VaeaeA=a€BeVbeB=becAl

Definizione 1.1.2 Diciamo che un insieme S ¢ un sottoinsieme proprio di A,
ovvero che S ¢ contenuto propriamente in A, c si scrive § C A, se ogni elemento
di S & anche elemento di A ed csiste almeno un elemento di A che non apparticne

ad S,ovvero SC Ae S # A.

Esempio 1.1.1 Siano A = {3,—2} ¢ B={b€ Z/b3 - b>—6b=0}; A& un
sottoinsieme di B poiché 3 e -2 sono radici dell’equazione z3 — 2?2 —6z = 0 e

quindi 3, -2 € B. Inoltre A & un sottoinsieme proprio di B poiché 0 € B, ma
0¢ A

Esempio 1.1.2 Siano A = {z/z € N, r & un numero primo, 2 < z < 8} e
B = {2,3,5,7}; si verifica, utilizzando la doppia inclusione A C B e B C A, che
A=B.

La definizione che segue & forse poco intuitiva, ma ne vedremo l'utilitad nel
seguito.
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Definizione 1.1.3 Si dice insieme vuoto e si denota con il simbolo § I'insieme
privo di elementi; si assume che ) C A per ogni insieme A.

Esempio 1.1.3 Sia A = {z/z € N, 3z = 8}; poiché ovviamente non esiste
alcun numero naturale z tale che 3z = 8, risulta A = 0.

Osserviamo che non si deve confondere I’elemento z di un insieme A con il
sottoinsieme {z} di A costituito dal solo elemento z.

Definizione 1.1.4 Definiamo insieme delle parti di un insieme A l'insieme i
cui elementi sono tutti i sottoinsiemi di A, ovvero P(A) = {X : X C A}.

Esempio 1.1.4 Se A = {a,b,c}, allora risulta P(A) = {0, {a}, {b},{c}, {a, b},
{a’ c}’ {b’ c}’ A}'

L’esempio precedente mostra che, nel caso di un insieme con tre elementi,
il suo insieme delle parti ha otto elementi; cid non & casuale poiché sussiste la
seguente proposizione, la cui dimostrazione verra data nel paragrafo seguente.

Proposizione 1.1.1 Se A ¢é un insieme con n elementi, P(A) ha 2" elementi.
Dopo queste prime definizioni cominciamo con lo studio delle operazioni fra
gli insiemi.

Definizione 1.1.5 Se A e B sono due insiemi, si definisce unione dei due in-
siemi A e B, e si denota AU B, I'insieme degli elementi che appartengono ad A
0 a B, ovvero:

AUB = {z /z€ Aoz € B}.

>

AUB

Osserviamo che la ‘o’ che compare nella definizione di unione & la traduzione
del ‘vel’ latino e non di ‘aut’, poiché non si esclude il caso che lelemento z
possa appartenere sia ad A che a B; nel caso in cui 'elemento x appartenga ad
entrambi gli insiemi, in A U B lo considereremo come elemento una volta sola.

Esempio 1.1.5 Siano 4 = {1,2} e B = {z/z € N, 0 < z < 1}; risulta allora:
AUB=1{0,1,2}.

Esempio 1.1.6 Siano A = {1,2,5,7,9} e B = {2,4,6,7,8, }; allora risulta che
AUB =1{1,2,5,7,9,4,6,8).
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Definizione 1.1.6 Si definisce intersezione di due insiemi A e B, e si denota
AN B, l'insieme degli elementi che appartengono ad A e a B, ovvero:
ANB = {z /z€ Aezx € B}.

>

ANB

Esempio 1.1.7 Se A e B sono gli insiemi descritti nell’esempio 1.1.6, risulta
ANB={2,7}.

Esempio 1.1.8 Siano A = {—4,—1,3} e B = {z/z* — 2z° — 32% = 0}; poiché
-1 e 3 sono radici dell'equazione z* — 223 — 3z% = 0 mentre —4 ¢ B, risulta
AnB={-1,3}.

Definizione 1.1.7 Due insiemi A e B si dicono disgiuntise ANB = 0.

A

B

-

Esempio 1.1.9 Siano A =R e B = {z / 2® + 1 = 0}; poiché non esiste alcun
numero reale z tale che z2 + 1 = 0, si ha che AN B = § ovvero A e B sono
disgiunti.

Per quanto riguarda le proprietd soddisfatte dalle operazioni di unione e di
intersezione di insiemi, vale la seguente proposizione:

Proposizione 1.1.2 Se A, B e C sono tre insiemi, si ha:
1) AUA=A, AnA=4 idempotenza
2) AUB=BUA, AnB=BNA proprietd commutativa
3) AU(BUC)=(AUB)UC ,AN(BNC)=(ANnB)NC
proprietd associativa

4) AU(BNC)=(AUB)N(AUC),

AN(BuC)=(AnB)U(ANC) proprietd distributive
5) AUP=A, AnD=0.
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Dimostrazione - Verifichiamo una delle precedenti proprietd, ad esempio la se-
conda delle 4), lasciando allo studente la dimostrazione delle altre.

Per verificare che AN (BUC) = (AN B)U (ANC) occorre dimostrare, per
la definizione di uguaglianza di due insiemi, che valgono le due inclusioni:

iy AN(BUC)C(ANB)U(ANC)

ii) AN(BUC)2 (ANB)U(ANC).

Allo scopo di dimostrare la i), occorre dimostrare che ogni elemento dell’in-
sieme a primo membro & anche elemento dell’insieme a secondo membro; sia
quindi = un elemento generico dell’insieme AN (B U C).

Per definizione di intersezione, 'elemento x appartiene sia ad A che a BUC,
ovvero sia ad A che a B o0 a C. Pertanto ’elemento x appartiene ad AN B o
ad AN C e quindi all’'unione dei due insiemi AN B e AN C ; la dimostrazione
appena fatta puo essere scritta in maniera sintetica come segue:

t€AN(BUC)=>(z€A)e(x€eBUC)=>(z€A)e(xeBozel)
=>(z€AezcB)o(z€cAezeC)=>z€ ANBoze ANC
=>ze(ANB)U(ANC).

Per quanto riguarda la verifica della ii), in modo analogo risulta:
z€(ANB)U(ANC)=>z€ AnNBoze ANC=>(z€AezeB)o
(zxcAexzecC)=>(z€A)e(zeBozecC)=>(z€A)e(zecBUC)
=>z€ AN(BUC).

Come si pud osservare, la dimostrazione della ii) si effettua invertendo le
frecce nella dimostrazione della i). m

Definizione 1.1.8 Dati due insiemi A e B si definisce differenza dei due insiemi
A e B, e si denota A\B, l'insieme degli elementi che appartengono ad A, ma
non appartengono a B, ovvero:

AB = {z/z€A z¢B}.

Esempio 1.1.10 Se A e B sono gli insiemi descritti nell’esercizio 1.1.6, risulta
A\B ={1,5,9}.

Esempio 1.1.11 Siano A = {z./ 2 € N,0 <z <8} e B = {z / 2° — 822+
+17z — 10 = 0}; poiché gli elementi 1,2 ¢ 5 di A sono radici dell’equazione che
definisce B, si ha che A\B = {0, 3,4,6,7,8}.
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Definizione 1.1.9 Se l'insieme B & un sottoinsieme dell’insieme A, l'insieme
differenza A\B si dice complementare di B in A e si denota Ca(B).

\ ‘

Esempio 1.1.12 Siano A={z / z € N, z primo, ¢ < 17} e B = {7,11,13};
risulta allora B C A ed inoltre C4(B) = {2,3,5, 17},

Relativamente all’operazione appena definita, sussistono le seguenti due pro-
prieta, dette formule di de Morgan:

Proposizione 1.1.3 Se B e C sono due sottoinsiemi di un insieme A risulta
allora:

1) Ca(BUC) =Ca(B)NCa(C)
2) Ca(BNC) = Ca(B) UCA(O).

Dimostrazione - Dimostriamo la 1), lasciando allo studente la dimostrazione,
del tutto analoga, della 2); a tal fine verifichiamo che:

i) CA(BUC) C Ca(B) NCA(C)

ii) Ca(B)NCa(C) C Ca(BU ).

Cominciamo con il dimostrare la i); sia z € Ca(B U C) ovveroz ¢ BUC.

Poiché z ¢ BUC, = non pud appartenere né a B né a C, ovvero z appartiene
sia al complementare di B che al complementare di C, da cio segue che z
appartiene a C4(B) NCa(C).

Per quanto riguarda la ii), sia ¢ € Ca(B) NCa(C) ovvero z € Ca(B) e

.

ze€Ca(C);alloraz ¢ Bex ¢ C, onde z non pud appartenere a BuC e quindi
S CA(B U C).

Abbiamo cosi dimostrato che vale la doppia inclusione e quindi l'uguaglianza
dei due insiemi espressa nella formula 1). Affinché lo studente familiarizzi con
il linguaggio simbolico, riscriviamo la dimostrazione appena fatta utilizzando
soltanto simboli matematici:

mECA(BUC’)éwEA,x¢BUC®m€A,x¢Bex¢C®

o reCa(B)erelalC)e e Ca(B)NCa(C). m

Definizione 1.1.10 Dati due insiemi A e B, si definisce prodotto cartesiano
dei due insiemi A e B, e si denota A x B, Pinsieme delle coppie ordinate in cul
il primo elemento & in A ed il secondo in B, ovvero:

Ax B = {(m,y)/zeA,yEB}.
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Descriviamo il prodotto cartesiano A x B dove A = {1,2,3} e B = {1,2};
tale insieme risulta essere costituito da tutte le coppie il cui primo elemento &
in A e il secondo in B.

Se descriviamo tale insieme nel piano, seguendo lo stesso metodo che si usa
per scrivere le coordinate cartesiane di un punto, otteniamo il seguente grafico:

1,2 22 (2

1) @) G

1 2 3

Esempio 1.1.13 Osserviamo che il prodotto cartesiano non € commutativo;
infatti, se A = {a,b} ¢ B = {1,2,3}, si ha Ax B = {(a,1),(a,2),(a,3),
(b,1), (b, 2), (b,3)}, mentre B x A = {(1,4a),(2,4),(3,4a),(1,b),(2,d), (3,5}

Vogliamo sottolineare il fatto che due coppie (z,y) e (z’,y’) coincidono se, e
solose,z=2"ey=1y'".

Definizione 1.1.11 Dati due insiemi A e B, si definisce differenza simmetrice
dei due insiemi A e B, e si denota AAB, I'unione dei due insiemi A\B e B\A,
OVVero:

AAB = (A\B)U(B\A)={z / (zc A, ¢ B)o(z€B, ¢ A)}.

A

Si verifica facilmente che:

Proposizione 1.1.4 Dati due insiemi A e B risulta:
AAB = (AU B)\(AN B).

Dimostrazione - Dimostriamo, con una serie di doppie implicazioni, I'uguaglian-
za dei due insiemi AAB e (AU B)\(AN B); si ha:
z € AAB <= z € A\B oppure = € B\A <=
<= (z € A, = ¢ B) oppure (z € B,z ¢ A)

Pertanto I’elemento z appartiene ad AAB se, e solo se, appartenendo ad A
non appartiene anche a B e, appartenendo a B, non appartiene anche ad A.
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Da cio segue che 'elemento z, che appartiene o ad A 0 a B, non puo ap-
partenere ad entrambi gli insiemi, e quindi non appartiene all’intersezione; onde

re€ AAB &z € (AUB)\(AN B),
da cui 'uguaglianza richiesta. m
Esempio 1.1.14 Siano A = {a,b,c,d} e B = {b,d, e, f, g}; risulta allora:
AAB = (A\B)U (B\A) = {a,c} U{e, f,g} = {a,c,e, f, g} =
= {a,b,c,d,e, f,g}\{b,d} = (AU B)\(AN B).

1.2 APPLICAZIONI FRA INSIEMI

Definizione 1.2.1 Siano A e B due insiemi; si dice applicazione o funzione
di A in B una legge che associa ad ogni elemento di A4 un ben determinato
elemento di B; per denotare un’applicazione f di A in B si usa il simbolismo
f+A— B. Gliinsiemi A e B si dicono rispettivamente dominio e codominio
di f. Inoltre due applicazioni f : A = Beg:C — D sono uguali sc A = C,
B=De f(r) =g(r) Vz€A.

Definizione 1.2.2 Se A = B si pud definire una particolare applicazione 74 di
A in A ponendo, V z € A, 14(x) = z; tale applicazione viene detta applicazione
tdentica d A o identita di A.

Esempio 1.2.1 Un esempio di applicazione di dominio Z e codominio N si

ottiene associando ad ogni intero z il suo quadrato; in tal caso, per denotarce

tale applicazione, si scriverd f :Z—N tale che, V = €Z, f(z) = z2, ovvero:

f:Z - N

r — z%.
Esempio 1.2.2 Per denotare ’applicazione f di dominio Z e¢ codominio R che
associa all’intero n la sua radice cubica si scrive:
f:Z - R

n — Jn.

VDefinizione 1.2.3 Data Vapplicazione f : A — B, I'elemento f(z) € B,z € A,
prende il nome di immagine di = tramite f. Se y € B, si dice controimmagine di
y tramite f, e si denota f~1(y), 'insieme degli elementi z di A tali che f(z) =y,

ovvero:
f[Fly)={ze A/ fx) =y}.
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Osservazione 1.2.1 Osserviamo che la controimmagine di un elemento pud
anche essere I'insieme vuoto; infatti, se si considera 1’applicazione f descritta
nell'esempio 1.2.1, risulta f~1(9) = {-3,+3}, mentre f~}(7) = 0, poiché non
esistono interi relativi il cui quadrato & 7.

Definizione 1.2.4 Siano A e B due insiemi ed f un’applicazione di A in B;
se S & un sottoinsieme di A, si dice immagine di S tramite f, e si denota f(S5),
Pinsieme degli elementi di B che sono immagini, tramite f, di elementi di S,
OVVero:

f(S)={yeB/3ze8:f(z)=y}.
Se S = A, f(A) si dice immagine di f e si denota Imf.

A

Definizione 1.2.5 Se T & un sottoinsieme di B, si dice controimmagine di T
tramite f, e si denota f~1(T), I'insieme degli elementi di A la cui immagine
appartiene a T, ovvero:

i) ={zcA/f(x)eT}.

B

) | /e

A

Esempio 1.2.3 Sia f : N — N lapplicazione definita ponendo f(z) = 2z, per
ogni z €N; allora, se § = {2,3,5,7}, risulta f(S) = {4,6,10,14}. Inoltre,
come subito si vede, Imf & l'insieme dei numeri naturali pari. Considerati
poi R = {11,17,25} e T = {1,13,6,7}, risulta f~1(S) = {1}, f"Y(R) =0 e
fHT) = {3}

Esempio 1.2.4 Sia f l’applicazione di R? in R? definita al modo seguente,
Y (a,b,¢) €R3, f((a,b,c)) = (a + b,c); determiniamo f~*(T'), essendo T =
= {(0,y) / y €R}. Poiché f~1(T) & I'insieme degli elementi di R® che vengono
trasformati da f in elementi di T, si ha che: '

(a,b,c) € F7YT) & f((a,b,c)) =(a+bc)eT & a+b=0&b=—a

Pertanto risulta f~(T) = {(a, —a,¢)/a,c €R}.
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Esempio 1.2.5 Sia f l'applicazione di R? in R? cosi definita, V(a,b) €R?,

f((e,8)) = (a+b,0) e siano § = {(-1,2),(3,-4),(vV3,0)} e T = {(r,0)};

risulta allora £(S) = {(1,0),(-%,0), (v3,0)} e fY(T) = {(x — z,2),z € R}.
Per f ovviamente risulta Imf = {(z,0),z € R}.

Definizione 1.2.6 Sia f un’applicazione di A in B; si dice che f & iniettiva se,
Vz,y € A, z#vy, risulta f(z) # f(y)-
La definizione appena data & equivalente alla seguente:

Vz,ye A, flz)=fly)=>z=y
che pil spesso & utilizzata per verificare che una applicazione data & iniettiva.
B

[ ..

)

fx)

Esempio 1.2.6 L’applicazione di cui all’esempio 1.2.1 non & iniettiva, poiché
F(3) = f(—3) =9, mentre I'applicazione g :Z— Z tale che, V z €Z, g(z) = z+4,
€ evidentemente iniettiva.

Esempio 1.2.7 L'applicazione f : R — R tale che, V z €R, f(z) = 22 4+ 7 non
¢ iniettiva poiché essa assume lo stesso valore per ogni coppia di valori opposti,
ad esempio f(2) =4+ 7 = f(-2).

Esempio 1.2.8 L’applicazione g di dominio I'insieme A = {a, b, ¢} € codominio
I'insieme B = {1,2,3,4}, tale che g(a) = 3, g(b) = 1 e g(c) = 4 & ovviamente
iniettiva poiché elementi distinti in A hanno immagini distinte in B.

Osserviamo che, nel caso in cui un’applicazione & iniettiva, la controimma-
gine di ogni elemento del codominio, se non & vuota, & costituita da un unico
elemento.

Definizione 1.2.7 L’applicazione f : A — B si dice suriettiva se, V y € B,
esiste € A tale che f(z) = y; per come & definita 'immagine di un’applicazio-
ne, f risulta essere suriettiva se, e solo se, Imf = B.

Esempio 1.2.9 L’applicazione f : Z — Z, definita ponendo, V z €Z, f(z) = 2,
non & suriettiva, poiché, per esempio, I’elemento 5, non essendo il quadrato di
un intero, non & immagine di alcun elemento di Z. L’applicazione g : Z — Z
tale che g(z) = = + 4 & invece suriettiva poiché I’elemento generico y di Z &
immagine tramite g dell’elemento y — 4; infatti g(y —4) = (y—4) +4=1y.
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Definizione 1.2.8 Un’applicazione f : A — B si dice biiettiva o biunivoca se
essa & sia iniettiva che suriettiva. Per le applicazioni biunivoche si usa spesso il
termine corrispondenza biunivoca.

Esempio 1.2.10 L’applicazione f: R -+ R, definita ponendo, V z €R, f(z) =
= z + 1 -7, & biiettiva.

Osserviamo innanzitutto che la radice cubica reale di un numero reale esiste
sempre ed & unica; pertanto Papplicazione f & definita su tutto R.

Verifichiamo ora che tale applicazione & iniettiva; a tal fine siano z,y €R
tali che f(z) = f(y), ovvero Yz +1-7 = Jy+1—~7 e quindi ¥z +1 =
= Jy+1. Elevando al cubo entrambi i membri dell’ultima uguaglianza, si
ottiene  + 1 = y + 1 e quindi z = y; pertanto f(z) = f(y) implica z =y e
quindi ’applicazione considerata & iniettiva.

Per quanto riguarda la suriettivita sia y €R; ci chiediamo se esiste £ €R
tale che f(z) = y, ovvero ¥z +1— 7 = y. Dall'ultima uguaglianza segue
Vz+1=y+7 onde z = (y+ 7)3 — 1; pertanto f & suriettiva, poiché, Vy €R,
I[+7°~1eR/ f((y+73-1) =y

Definizione 1.2.9 Se f: A —» B & biiettiva, si pud definire un’applicazione, che
denoteremo f~!, di B in A ponendo, V y € B, f~!(y) = z, dove z & I’elemento
di A tale che f(z) = y; osserviamo che I’elemento z esiste poiché f & suriettiva
ed & unico, e quindi f~! & un’applicazione, poiché f & iniettiva. L’applicazione
f~! appena definita si dice applicazione inversa di f.

Esempio 1.2.11 Negli esempi 1.2.6 e¢ 1.2.9 abbiamo visto che I’applicazione
g:Z —7Z tale che g(x) = z + 4 & biiettiva; pertanto & possibile definire la
funzione inversa =1 : Z —Z e risulta g7 '(y) =y — 4, V y €Z.

Definizione 1.2.10 Siano f: A—- Beg:C — D, con Imf C C, due appli-
cazioni; si definisce prodotto operatorio di f e g, e si denota go f, applicazione
di dominio A e codominio D che associa all’elemento z di A 'immagine tramite
g dell’elemento f(z), ovvero (g o f)(z) = g(f(z))-

Esempio 1.2.12 Siano f: Z - Re g: R — R tali che f(z) =22 +2,V z €Z
e g(z) = ¥z — 146, Vz €R,; il prodotto operatorio g o f & un’applicazione di Z
in R e sul generico elemento = €Z agisce al modo seguente:

(gof)z)=g(f(@) =g(z*+2) = Y (22 +2)— 146 = Vz2 + 1+6.
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Osserviamo che il prodotto operatorio fog non si puo definire poiché f & definita
su Z e non su R.

Proposizione 1.2.1 Il prodotto operatorio fra applicazioni gode della proprieta
assoctativa.

Dimostrazione - Se f : A — B, g: B — C e h: C — D sono tre applicazioni,
risulta:

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(z))) = h((go f)(x)) = (ho(go f))(z). u

Al fine di chiarire la nozione di prodotto operatorio, consideriamo alcuni
csenpi.

Esempio 1.2.13 Se f e g sono le applicazioni di Z in Z dell’esempio 1.2.9, ¢
possibile definire sia g o f che f o g e risulta:

(g0 f)(z) = g(f(x)) = g(z?) = 2 + 4,

(Fog)(@) = flg(a) = f(z +4) = (z+4).

Da questo esempio appare chiaro che il prodotto operatorio non gode della
proprieta commutativa.

Proposizione 1.2.2 Se f: A — B ¢ biiettivae f~1 : B — A ¢ la sua inversa,
risulta fo f~Y = ip e f~Yo f = iy ; inoltre, per ogni funzione h di dominio
Uinsieme A e codominio l'insieme B risulta: hoig =h eigoh="h .

Infine se f: A— B eg: B - A sono due applicazioni biiettive tali che
gof=isefog=ip,alloraf=g ' eg= f~! e pertanto f e g sono inverse
lUuna dell’altra.

Dimostrazione - La prima parte della dimostrazione & conseguenza delle defini-
zioui di prodotto operatorio, inversa e identita; per quanto riguarda la scconda
parte risulta:

f=foia=fo(gog )=(fog)og l=igog l=g""

In modo analogo si dimostra che g = f~!. m

Esempio 1.2.14 Verifichiamo se 1'applicazione ¢ : R — R tale che g(z) =
23— 622 + 122 — 1 o L -
= , Vx €R ¢ l'inversa dell’applicazione f : R — R definita

ponendo, Vr €R, f(z) = 2z -7 + 2.
L’applicazione g e l'inversa di f se, e solo se, risulta go f =ig e fog = ip;
se verifichiamo risulta:

(gof)(z) =g(f(x)) =g(V2r -7 +2) =
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_ (V=742 -6(Y2m T +2 2 L 1AYTT =T +2) —

2x—7+6\/23:— +12\FT—7+8
2

—6(/ (2 —7)2+4¥2z —7+4)+12J2x —T+24 -1 _
2

z3 — 672 T —
(0 9)@) = fota)) = £ (=22

=13 —622+122-1-7+2=Y(z-23+2=2—-2+2=12=ig(x)

onde f e g sono funzioni una inversa dell’altra.

Proposizione 1.2.3 Se f : A —» B e g: B — C sono due applicazioni iniet-
tive (suriettive), allora il prodotto operatorio go f é un’applicazione iniettiva
(suriettiva).

Dimnostrazione - Se 1,y € A e (go f)(z) = (go f)(y) allora g(f(r)) = g(f(¥)) e,
per Viniettivita di g, f(z) = f(y) da cui, per I'iniettivita di f, = y, onde go f
¢ iniettiva.

Per quanto riguarda la dimostrazione relativa alla suriettivita, sia z € C;
essendo g suriettiva esiste y € B tale che g(y) = z ¢, per la suriettivita di f,
esiste £ € A tale che f(z) = y, onde 2z = g(y) = g(f(z)) = (g o f)(z), da cui la
suriettivitdA di go f . m

Dalla proposizione precedente segue che se f e g sono entrambe biiettive,
anche g o f & biiettiva; in tal caso ha senso parlare dell’applicazione inversa di
g o f e risulta:

Proposizione 1.2.4 Se f: A— B eg: B — C sono due applicazioni biiettive
allora (go f)™ 1= flog™h

Dimostrazione - Si ha (go f)o (flog™) = go(fofHog! =
= goigog ! = gog ! = ic; in modo analogo si dimostra che ig =

= (f~Yog 1) o(gof), onde, per la proposizione 1.2.2, f~log™! =(go f)"'. m
Esempio 1.2.15 Per chiarire la proposizione precedente consideriamo le appli-
cazioni f: R+ Reg: R — R tali che f(z) =7 — V2 ¢ g(z) = ¥ ; pertanto
si ha (go f)(z) = 9(f(2)) = g(z — V2) = Vz — V2 onde, per come & definita

I'applicazione inversa, risulta (go f)~'(z) = y, dove y ¢ il numero reale tale che
(go fy) = y—+/2 =z, e quindi y — v2 = 18 da cuiy = 23 + V2.
D’altra parte f~1(z) = z + v/2 ¢ g~*(z) = ° e pertanto:
(fFlog (@) =fg7 @) = f1%) =* +V2

abbiamo percid verificato 'uguaglianza (go f)~! = f~log™!.
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Per illustrare le proprieta precedentemente esposte, consideriamo il seguente
esempio fondamentale, che sard utilizzato anche in seguito.

Esempio 1.2.16 Siano A = {1,2,3} e S; 'insieme delle applicazioni biiettive
di A in A; allora l'insieme S; & costituito dalle seguenti sei applicazioni:

idag:A— A fi:A—> A f2: A=A

1-1 1 -2 1-3
22 2—-3 2—1
3—-3 31 3—2
fa:A— A fi:A— A fs5:A—- A
1-2 1-3 1-1
2—-1 2 -2 23
3—3 3—1 32

Descriviamo innanzitutto l'insieme S3 in modo pili compatto scrivendo le
applicazioni come tabelle in cui, nella seconda riga, sotto ogni elemento della
prima riga scriviamo la sua immagine:

(123 (123 (123
’dA_<123)’ fl_(231)’ fz"(312)’

123 123 123
f3‘(213)’ f“‘(321)’ f5“<132)'
Con semplici calcoli si pud allora verificare che:
fo=fY fa=fY fa= 00N fs=45

inoltre, ad esempio,

(fio f3)(1) = f1(f3(1)) = f1(2)

(fio f3)(2) = f1(f3(2)) = A(1)
(f10 f3)(3) = f1(f2(3)) = f1(3)

2

3
2,
1

i

K

onde fiof3=f4.

Lo studente si eserciti a calcolare gli altri prodotti possibili.

Definizione 1.2.11 Se A = {1,2,...,n} ¢ un insieme con n elementi, n > 0,
si dice permutazione sugli n elementi di A una biiezione di A in A; l'insieme di
tutte le permutazioni su un insieme con n clementi si denota con S, .

Counsideriamo a questo punto due insiemi A ¢ B aventi rispettivamente n o
meelementi, non > 0z indichiamo con il simbolo B# T'insieme delle applicazioni
di dominio 4 ¢ codominio B, ovvero:

BA={fA— B}

Il simbolismo scelto dipende dalla seguente propricta dell’insieme stesso.
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Proposizione 1.2.5 L’insieme BA ha m™ elementi.

Dimostrazione - Sia A = {ay,a9,...,a,} € B = {by,bs,...,by}; allora per
definire una funzione di dominio A e codominio B dobbiamo scegliere un’im-
magine per ogni elemento di A. Poiché, per ciascuno degli n elementi di A
possiamo operare m scelte, le funzioni possibili saranno esattamente:

mem-...-m=m" . nm
N’

n-volte

A questo punto possiamo dimostrare la proposizione 1.1.1 stabilendo una
biiezione fra I'insieme delle parti di un insieme A contenente n elementi e un
opportuno insieme contenente 2" elementi.

Proposizione 1.2.6 Per ogni insieme non vuoto A é possibile stabilire una
corrispondenza biunivoca fra linsieme {0,1}4 e l'insieme P(A).

Dimostrazione - Definiamo un’applicazione a di dominio {0,1}# e codominio
P(A) al modo seguente:

a : {0,1}4 — P(A)
f — {1

ovvero associamo ad ogni funzione f il sottoinsieme di A costituito da quegli
elementi che, tramite f, hanno per immagine 'elemento 1.

Si verifica facilmente che o & un’applicazione biunivoca; infatti, se f e g
sono due funzioni di dominio 4 e codominio {0,1} tali che f # g, deve esistere
almeno un elemento a € A per il quale risulti f(a) # g(a). Supponendo ad
esempio che sia f(a) = 1 e g(a) = O risulterd che a € f~1({1}) = a(f) e
a ¢ g7 ({1}) = a(g); pertanto a(f) # a(g) e quindi « risulta essere iniettiva.

Per quanto riguarda la suriettivita, sia S un qualsiasi sottoinsieme di A;
posso allora considerare la funzione fs: A — {0, 1}, detta funzione caratteri-
stica di S, definita al modo seguente:

fs(@a)=1 seacs
{ fs(a)=0 sea¢ S

risulta allora ovviamente a(fs) = 9, onde o & suriettiva. m

Definizione 1.2.12 L’insieme {0,1}“ viene chiamato insieme delle funzioni
caratteristiche di A .

Se n < mn ovvero l'insiecme A ha al pit tanti elementi quanti Pinsieme B,
possiamo considerare in B4 il sottoinsieme delle funzioni inicttive di dominio
A e codominio B, indichiamolo con I; possiamo allora facilmente calcolare il
nuntero degli elementi di tale insieme.

Proposizione 1.2.7 L'insiemne I ha m(in—1){(m—2)... (m—n+1) elementi.
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Dimostrazione - Sia A = {a;,ax,...,a,}; allora quando definiamo una funzione
iniettiva, di dominio A abbiamo m scelte per I’elemento a;, ne abbiamo m — 1
per ’elemento ag, e cosi via fino ad avere m — (n — 1) scelte per 'elemento a,,,
onde l'asserto. m

Corollario 1.2.1 L’insieme S, contiene n{n — 1)(n—2)...2-1 elementi.

Definizione 1.2.13 Il numero n(n — 1)(n — 2)...2 -1 si indica con il simbolo
n! che si legge n fattoriale; convenzionalmente si pone 0! = 1.

La proposizione precedente ci permette di contare quanti sono, in un insieme
A= {a1,0a2,...,a,}, i sottoinsiemi S = {s1, s2,..., sk}, aventi k elementi.

Infatti, per quanto appena dimostrato, le applicazioni iniettive di dominio
K = {1,2,...,k} ¢ codominio I'insieme A sono n(n —1}(n—2)...(n -k + 1),
inoltre ognuna di tali applicazioni definisce un sottoinsieme di A contenente &
clementi; d'altra parte lo stesso sottoinsieme si pud ottenere in k! modi, tante
quante souo le biiczioni del sottoinsicme in se stesso.

Pertanto risulta che il numero dei sottoinsiemi con k elementi in un insieme
con n elementi ¢

(n)an—UM—2)HM—k+H n!

k k! Tk (n- k)l

Definizione 1.2.14 Il numero (:) viene detto coefficiente binormniale.

Osservazione 1.2.2 Per come ¢ definito il coefficiente binomiale, e utilizzando
nella formula la convenzione 0! = 1, abbiamo che:

n n
= =1.
0 n
Osserviamo inoltre che il nome “cocfficiente binomiale” deriva dal fatto che
vale la seguente relazione, che dimostreremo nel capitolo terzo:

(r+y)" = (8) m"’+<717') m”“1y+<g> DUNCITLN +<n71 1> my"’"1+(z> y".

Proposizione 1.2.8 Per i coefficienti binomiali valgono le sequenti uguaglianze:

(kﬁl>+<2)=(n}:1> v 0<k<n

Dimostrazione - Sia A un insieme contenente n + 1 elementi e sia a € A; per
quanto detto precedentemente 'insieme B = A\{a} ha n elementi e conticnce

( k—1 > sottoinsiemi contenenti k — 1 elementi e k sottoinsiemi contenenti

k elementi.
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Se¢ T C B conticne k — 1 clementi allora T U {a} ¢ un sottoinsieme di A
contenente k elementi; d’altra parte se § C A coutiene k clementi allora sono
possibili due casi: SC B,seag¢ ScS\{a}C Bscaces.

Possiamo allora costruire la seguente corrispondenza biunivoca:

v {XCA/|X|=k} —{YCB/|Y|=k-10|Y|=k}

tale che
P(X)=X\{a} seacX
P(X)=X sea ¢ X

Pertanto, essendo poi il numero dei sottoinsiemi con k elementi di A uguale

a <n : 1 >, si ottiene 'uguaglianza desiderata. m

1.3 RELAZIONI DI EQUIVALENZA

Definizione 1.3.1 Sc A ¢ un insieme, si dice relazione su A un sottoinsieme
del prodotto cartesiano A x A.

Se p denota una relazione su A, ovvero p C A x A, per indicare che la coppia
(r.y) appartiene al sottoinsieme p si scrive generalmente zpy ¢ si dice che x e
in relazione p con y.

Esempio 1.3.1 Un esempio di relazione & quello che si ottiene considerando
come insieme A I'insieme delle rette del piano e come sottoinsieme di A x A
I'insieme p = {(r,7'} € A x A / r | r'} costituito dalle coppie di rette parallele
. Per dcnotare tale relazione scriveremo:

r,r’ € A, rpr'grﬂ .

Nello stesso insieme possiamo considerare anche un’altra relazione o cosi
definita:

def
rr €A ror & r Ll
dove la retta r & in relazione con la retta 7’ se, e solo se, 7 & perpendicolare a 7.

Le proprieta fondamentali di cui pud godere una relazione su un insieme A
sono le seguenti:

1)VreA, zpx (riflessiva),
Vr,ye A, zpy=ypx {(simmetrica),
J)Vz,ye A, zpyeypr=z=y (antisimmetrica),
) Vz,y,z€ A, zpyeypz= zpz (transitiva).

Per quanto riguarda le relazioni definite nell’esempio precedente possiamo
dire che p & una relazione riflessiva simmetrica e transitiva mentre o & solamente
sitnmetrica.
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Osservazione 1.3.1 Se p & una relazione su A che verifica sia la proprieta
simmetrica che quella antisimmetrica, allora p & la relazione identica, cioé la
relazione definita al modo seguente: zpy < r = y. Infatti, se z,y € A sono tali
che zpy, allora per la proprieta simmetrica risulta ypz e quindi, per la proprieta
antisimmetrica, x = y.

Esempio 1.3.2 In N* la relazione di divisibilita:

n,m €N, npm <d=ef> JkeN:m=kn.

gode della proprieta riflessiva poiché, ¥V n € N, n = 1-n, della proprieta transitiva
poiché m = kn e s = hm implica s = hkn e della proprieta antisimmetrica;
infatti, se npm e mpn, allora risulta:

m=knen=hm=>m=khm=>hk=1=>h=k=1=>m=n
e pertanto tale relazione gode della proprieta antisimmetrica.

Definizione 1.3.2 Una relazione p su un insieme A si dice relazione di equiva-
lenza se verifica le tre proprieta: riflessiva, simmetrica e transitiva.

Definizione 1.3.3 Se A & un insieme, p una relazione di equivalenza su A e z
un elemento di A, si dice classe di equivalenza di z, e si denota [z] o Z, I'insieme
degli elementi di A che sono in relazione con x, ovvero:

[z] = {yeA/zpy};
I’elemento z prende il nome di rappresentante della classe [z].
Esempio 1.3.3 Sia A =Z e sia p la relazione definita al modo seguente:
zpy <l z =y,

dove |z |=rsex >0, |z|=-zsex<0e|z|e&chamato il modulo di z.

Ovviamente tale relazione gode delle proprieta riflessiva, simmetrica e tran-
sitiva e quindi & di equivalenza; se x €Z* allora (z] = {x, ~z}, poiché due interi
differenti hanno lo stesso modulo se, e solo se, sono uno I'opposto dell’altro. Per
z = 0 risulta poi [0] = {0}.

Esempio 1.3.4 In RxR si consideri la relazione:
(z,9)p(z,w) & =2

verifichiamo che p ¢ una relazione di equivalenza; p gode ovviamente della pro-
prieta riflessiva e della proprietd simmetrica. Per quanto riguarda la proprieta
transitiva si ha che:

(myy)plz,w), (zywlplu,v) 2> r =2, 2=u=>1=u= (z,y)plu,v).

La relazione p ¢ quindi di cquivalenza e la classe di equivalenza della coppia
(z,y) &
[(x,y)] = {(x, k)/k € R}.
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Relativamente alle classi di equivalenza si dimostra la seguente proposizione:

Proposizione 1.3.1 Sia A un insieme e p una relazione di equivalenza su A;
st ha allora che:
)VzxeA = ze(r];
WVz,yeA = [z€y e z]=[y);
i) Vryed = ([Nl #0e 2= [y ]

Dimostrazione - La 1) ¢ conseguenza della proprietd riflessiva poiché,
V1€ A zpr e quindi z € [z]. Per quanto riguarda la ii) osserviamo che
se [z] = [y] dalla i) segue z € [y].

Viceversa, se x € [y], ovvero ypz, sono verificate le due inclusioni [z] C [y] e
[y] C [z]; infatti 2 € [z] implica zpz, dalla ypr per la proprieta transitiva risulta
ypz ovvero z € [y] e quindi [z} C [y]. Analogamente si dimostra Iinclusione
[y] C [z].

Infine, per dimostrare la iii), dimostriamo innanzitutto che [z] N [y] # 0
implica [z] = [y]. Sia dunque z € [z] N [y]; per definizione di intersezione risulta
z € [r] e z € [y], onde zpz e ypz, da cui, per la proprietd simmetrica, zpy
e, per la transitiva, zpy e quindi y € [z]. Da cid segue, per la ii), [z] = [y];
I'implicazione inversa: [z] = [y] = [z] N [y] # @ & ovvia. =

Definizione 1.3.4 Si dice insieme gquoziente di A rispetto alla relazione di
equivalenza p, e si denota con A/p, I'insieme delle classi di equivalenza degli

elementi di A, cioé:
Afp = {lz] / = € A}.
Esempio 1.3.5 Se la relazione p & quella dell’esempio 1.3.3 si ha che:
Z/p = {{r,—z} | = € Z}.
Se invece la relazione p & quella dell’esempio 1.3.4 allora risulta:
RxR/p={{(z,k) /] k€ R} : 7 €R}.

Tale esempio pud essere visualizzato pensando al piano dotato di un riferi-
mento cartesiano di assi X e Y'; ogni classe di equivalenza corrisponde allora ad
una retta parallela all’asse Y.

Approfondiamo ora il significato dell’insieme quozicnte; diamo innanzitutto
la seguente definizione.

Definizione 1.3.5 Dato un insieme A, si dice partizione di A una famiglia

F = {Ai}ies di sottoinsiemi non vuoti di A tali che:
) Ja = 4,
i€l

ii)AiﬂAJ‘ = @pem;éj
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Vogliamo ora mostrare il forte legame esistente tra le partizioni di un insicine
A ¢ le relazioni di equivalenza su A.

Proposizione 1.3.2 Sia A un insierne e sia p una relazione di equivalenza su
A; allora Uinsierne quoziente A/p = {[x] / * € A} é una partizione di A.

Dimostrazione - La dimostrazione utilizza i risultati della proposizione 1.3.1;
innanzitutto ogni classe di cquivalenza & non vuota poiché = € [z], V x € A.
Inoltre, per questo stesso motivo, risulta (J, . 4[z] = A; infine due classi di
equivalenza coincidono o sono disgiunte, onde l'asserto. m

In cffetti possiamo dimostrare che i concetti di relazione di equivalenza e di
partizione sono fra loro intercambiabili, come mostra la seguente proposizione.

Proposizione 1.3.3 Sia A un insieme e sia F = {A;}ic; una partizione di A,
allora la relazione p su A definita ol modo sequente:

rpyediel iz, ye Ay

¢ una relazione di equivalenza, che prende il nome di equivalenza associata alla
partizione F .

Dimostrazione - Innanzitutto, V 2 € A, zpr poiché A= J;c; A ,onde 3i e[
tale che € A, ; inoltre, se zpy, allora z,y € A; per qualche j € I ¢ quindi
risulta ovviamente che ypz. Per quanto riguarda la proprieta transitiva, se rpy e
ypzallora 34,5 € [taliche z,y € A; ey, z € Aj; poiché A;NA; =0sei # 7, A;
¢ A,. contenendo entrambi I'elemento y, coincidono e pertanto r,z € A; = A;,
onde Tpz. m

Osservazione 1.3.2 Osscrviamo che, dato un insieme A e una relazione p su
A. la relazione associata alla partizione A/p di A coincide con p, come si verifica
facilmente; analogamente, se si considera una partizione F di A, la partizione
ottemita con le classi di equivalenza della relazione definita su A a partire da F
coincide con F.

Per questo motivo ¢ assolutamente equivalente assegnare su di un insieme
una relazione di equivalenza o una partizione.

Oltre che con le partizioni, il concetto di relazione di equivalenza ¢ anche
strettamente collegato con il concetto di applicazione, cerchiamo di capire bene
in che modo.

Innanzitutto a partire da una rclazione di equivalenza su un insieme A pos-
siamo definire una particolare funzione di dominio A.

Definizione 1.3.6 Se A & un insieme ¢ p € una relazione di equivalenza su A,
l'applicazione m : A — A/p definita ponendo, ¥ ¢ € A, w(z) = [z], ovvero
Papplicazione che associa a ciascun clemento r di A la sua classe di equiva-
lenza, ¢ un’applicazione suriettiva, come si verifica immediatamente, che prende
il nome di proiezione canonica.
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Inoltre, a partire da una funzione di dominio un insieme A & possibile definire
in A una particolare relazione di equivalenza.

Definizione 1.3.7 Sia A un insieme ed f un’applicazione avente A come do-
minio; definiamo la seguente relazione p in A:

zpoy < f(r) = fly) .

E facile convincersi che tale relazione ¢ di equivalenza; inoltre, V z € A,
risulta [z] = {y € A: f(z) = f(y)}. La relazione di equivalenza appena consi-
derata si dice equivalenza associata ad f .

I concetti definiti nelle due definizioni precedenti sono strettamente legati.
Si puod infatti dimostrare il seguente teorema, detto teorema di omomorfismo
per gl insiemi o teorema di decomposizione delle applicazioni.

Proposizione 1.3.4 Siano A e B due insiems e sia f un ‘applicazione di A in
B; se p denota I’ equivalenza associata ad f e m denota la proiezione canonica di
AsuAfp . esiste unica f : A/p — Imf biiettiva tale che jofom=f, dove
Jidmf — B é tale che j(z) =,V x € Imf.

Dimostrazione - Definiamo, V [x] € A/p, f([z]) = f(z); dimostriamo innanzi-
tutto che f & ben definita, cioé che non dipcende dalla scelta del rappresentante
nella classe. A tal fine sia y € [z]; risulta allora zpy e, per come ¢ definita p ,

f(x) = f(y), onde f ¢ un’applicazione. La suricttivita di 7 & ovvia proprio per
come ¢ definita; occorre quindi dimostrare che f & iniettiva.

f
A —— B

| E

Alp . Imf

Siano [z],[y] € A/p tali che f([z]) = F([y]), ovvero f(z) = f(y ); dalla
definizione di p risulta allora zpy e pertanto [z] = [y], da cui liniettivita di 7.
Per dimostrare I'uguaglianza j o f om = f osserviamo innanzitutto che le due
funzioni, jo fom e f, hanno lo stesso dominio e lo stesso codominio; risulta poi
VzreA:

(G0 Fom)(z) = i(F(n(2))) = i(F((2))) = i(f(2)) = f(x).

Dalla definizione di uguaglianza fra applicazioni segue allora che jo for=f.
Rimane da dimostrare che I’applicazione f, tale che jo fom = f, & unica; a tal
fine sia f un 'applicazione di A/p in Imf tale che jo for = f. Risulta allora,
V[z] € A/ p:

joform(zx flz)) ) ovvero, per come & definita j, f([z]) = f(z),

equindi f=7 . m
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Esempio 1.3.6 Siano A = {2,3,...,30}, B = {1,2,3,...,100} e f l'applica-
zione di dominio A e codominio B definita al modo seguente:

f(a) = p dove p & il pint grande fra i primi che dividono a

ad esempio f(14) =7, f(30) = 5.
Risulta allora che la relazione di equivalenza p associata a f ¢ quella indi-
viduata dalla seguente partizione di A:

F ={{2,4,8,16},{3,6,9,12,18, 24,27}, {5, 10, 15, 20, 25, 30}, {7, 14, 21,28},

(11,22}, {13, 26}, {17}, {19}, {23}, {29}}

e quindi, ad esempio, 12p24 e 12 f15. _
Infine Imf = {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29}, A/p=F ela biiezione f di cui
alla proposizione precedente ¢ la seguente:

- Alp — Imf
(2,4,8,16} 2
(3,6,9,12,18,24,27} — 3
{5,10,15,20,25,30} — 5

{7,14,21,28} — 7
{11,22} — 11
{13,26} — 13
{17} — 17
{19} — 19
{23} — 23
{29} — 29

come si verifica immediatamente.

1.4 RELAZIONI D’ORDINE

Nell’insieme N dei numeri naturali la relazione < gode delle proprieta ri-
flessiva, antisimmetrica e transitiva; le stesse proprieta valgono, ad esempio,
nell’insieme delle parole di un dizionario, ordinate secondo I'ordine lessicografico.
In generale si pud dare la seguente definizione.

Definizione 1.4.1 Se A & un insieme, una relazione p su A si dice relazione
d’ordine se verifica le seguenti tre proprieta:

Yaec A , apa proprieta riflessiva,

Va,be A , apbebpa=>a=> proprietad antisimmetrica,
VabceA , apbebpc=apc proprieta transitiva.



